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Repre´sentations induites d’alge`bres de Hecke
affines et singularite´s de R-matrices
Bernard Leclerc et Jean-Yves Thibon
Re´sume´ — Nous donnons un crite`re explicite d’irre´ductibilite´ pour des produits d’induction
de modules d’e´valuation d’alge`bres de Hecke affines de type A. Ce crite`re permet de de´terminer
la forme des ze´ros et des poˆles de la R-matrice trigonome´trique associe´e a` une repre´sentation
d’e´valuation de Uv(ŝlN ).
Induced representations of affine Hecke algebras
and singularities of R-matrices
Abstract — We give an explicit criterion for the irreducibility of some induction products
of evaluation modules of affine Hecke algebras of type A. This allows to describe the form of the
zeros and poles of the trigonometric R-matrix associated to any evaluation module of Uv(ŝlN ).
Abridged english version — Let Ĥn(u) be the affine Hecke algebra associated to GL(n)
and Hn(u) its finite-dimensional subalgebra of type An−1. We assume that the parameter u ∈ C
∗
is not a root of unity. The simple Hn(u)-modules Sλ are parametrized by partitions λ of n. Let
Sλ(z) be the Ĥn(u)-module obtained from Sλ by evaluation at z ∈ C
∗. Write λ = (λ1, . . . , λr) and
λ′ = (l1, . . . , lk) (the conjugate of λ). Let
Eλ = {e = λi + lj − i− j + 1, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ k}
denote the set of hook-lengths of λ and set Zλ = {u
±e, e ∈ Eλ}. Given finite-dimensional Ĥni(u)-
modules Mi, i = 1, 2, we write M1 ⊙M2 for the induction product of M1 and M2 (this is then an
Ĥn1+n2(u)-module).
Theorem 1 Let z1, . . . , zm ∈ C
∗. The module Sλ(z1) ⊙ · · · ⊙ Sλ(zm) is simple if and only if
zj/zi 6∈ Zλ for all i, j.
The proof of Theorem 1 is reduced to a problem of canonical bases in the following way. Let Rn be
the complexified Grothendieck group of the category Cn of Ĥn(u)-modules for which the generators
yi of the maximal commutative subalgebra have eigenvalues of the form u
k, k ∈ Z. By Zelevinsky’s
classification [13], the simple modules Lm of Cn are parametrized by the multisegments m =∑
i≤j mij [i, j] over Z such that
∑
i<j mij(j − i+1) = n. Let R =
⊕
n≥0Rn. Following Zelevinsky
we consider R as a bialgebra with multiplication and comultiplication corresponding respectively
to induction and restriction with respect to the maximal parabolic subalgebras Ĥk(u)⊗ Ĥn−k(u).
Zelevinsky has shown that R is a polynomial ring in the generators [L[i,j]], i ≤ j associated with
segments [i, j]. We denote by Mm the standard induced module corresponding to m, so that
[Mm] =
∏
i≤j [L[i,j]]
mij .
On the other hand, let A− = A[N−∞] denote the ring of polynomial functions on the group N
−
∞
of lower unitriangular Z × Z-matrices with a finite number of non-zero off-diagonal entries. It is
a polynomial ring in the coordinate functions tji, i < j, and has a natural bialgebra structure.
We put tm :=
∏
i≤j t
mij
j+1,i. It is well known that A
− and the enveloping algebra U− = U(n−∞)
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are dual as bialgebras, the dual basis of {tm} being a basis {Em} of Poincare´-Birkhoff-Witt type.
Let {G(m)} be the canonical basis of U− obtained by specializing at q = 1 the canonical basis of
Uq(n
−
∞) defined by Lusztig [10], and let {G
∗(m)} be the basis of A− dual to {G(m)}. It follows
from the p-adic analogue of the Kazhdan-Lusztig conjecture formulated by Zelevinsky [14] and
proved by Ginzburg [6], and from the geometric description by Lusztig [10] of the coefficients of
the expansion of G(m) on {Em} that
Theorem 2 The map Φ : R −→ A− defined by Φ[Mm] := tm is an isomorphism of bialgebras,
and one has Φ[Lm] = G
∗(m). In particular, Lm⊙Ln is simple if and only if G
∗(m)G∗(n) belongs
to the dual canonical basis of A−.
This theorem in a dual formulation is due to Ariki [2], but here we want to emphasize that when
u is not a root of unity, the dual canonical basis is more natural, as demonstrated below.
Let A−q be the q-deformation of A
−, and let {G∗q(m)} denote the basis dual to the canonical
basis of Uq(n
−
∞). The multiplicative properties of {G
∗
q(m)} have been studied by Berenstein and
Zelevinsky. They have formulated the following conjecture [3].
Conjecture 3
G∗q(m)G
∗
q(n) = q
k G∗q(p) for k ∈ Z ⇐⇒ G
∗
q(m)G
∗
q(n) = q
lG∗q(n)G
∗
q(m) for l ∈ Z.
For a ∈ Z, let G∗(λ, a) = Φ[Sλ(u
a)] be the element of the dual canonical basis corresponding to the
module Sλ(z) evaluated at z = u
a. The G∗q(λ, a) are distinguished elements of {G
∗
q(m)}, namely
they are the quantum flag minors of the matrix Tq = [t
(q)
ji ] of the q-coordinate functions t
(q)
ji ∈ A
−
q
[3, 9]. Using the explicit description given in [9] of all pairs of q-commuting quantum flag minors,
we prove the following theorem, from which Theorem 1 follows.
Theorem 4 (i) Conjecture 3 is true when G∗q(m) = G
∗
q(λ, a) and G
∗
q(n) = G
∗
q(µ, b) are quantum
flag minors.
(ii) The product G∗q(λ, a1) · · ·G
∗
q(λ, am) belongs to the dual canonical basis (up to a power of q) if
and only if |ai − aj| 6∈ Eλ for all i, j.
We note that, using the quantum affine Schur-Weyl duality between Ĥn(u) and Uv(ŝlN ) (with
u = v2) [5, 7, 4], one can deduce from Theorem 1 the form of the singularities of the trigonometric
R-matrix Rλ(z) associated to any simple evaluation module Vλ(z) of Uv(ŝlN ) [8].
Corollary 5 All singularities of Rλ(z) are contained in the set Zλ.
———————————
Soit Ĥn(u) l’alge`bre de Hecke affine associe´e a` GL(n). C’est l’alge`bre sur C engendre´e
par des e´le´ments inversibles y1, . . . , yn, T1, . . . , Tn−1 soumis aux relations
TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1, 1 ≤ i ≤ m− 2,
TiTj = TjTi, |i− j| > 1,
(Ti − u)(Ti + 1) = 0, 1 ≤ i ≤ m− 1,
yiyj = yjyi, 1 ≤ i, j ≤ m,
yjTi = Tiyj , j 6= i, i + 1,
TiyiTi = u yi+1, 1 ≤ i ≤ m− 1.
Nous supposons que u ∈ C∗ n’est pas une racine de l’unite´. Notons Hn(u) la sous-
alge`bre de Ĥn(u) engendre´e par T1, . . . , Tn−1, et pour z ∈ C
∗ soit evz : Ĥn(u) −→ Hn(u)
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l’homomorphisme d’e´valuation de´fini par evz(Ti) = Ti et evz(y1) = z. Les Hn(u)-modules
simples Sλ sont parame´tre´s par les partitions λ de n. Soit Sλ(z) le Ĥn(u)-module de´duit
de Sλ par e´valuation en z. Notons λ = (λ1, . . . , λr), λ
′ = (l1, . . . , lk) la partition conjugue´e
de λ,
Eλ = {e = λi + lj − i− j + 1, 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ k}
l’ensemble des longueurs d’e´querres de λ, et posons Zλ = {u
±e, e ∈ Eλ}. Etant donne´s
des Ĥni(u)-modules de dimension finie Mi, i = 1, 2, nous de´signons par
M1 ⊙M2 :=M1 ⊗M2 ↑
Ĥn1+n2
Ĥn1⊗Ĥn2
le Ĥn1+n2(u)-module obtenu par induction.
The´ore`me 1 Soient z1, . . . , zm des complexes non nuls et λ une partition de n. Le produit
d’induction
Sλ(z1)⊙ · · · ⊙ Sλ(zm)
est un Ĥnm(u)-module simple si et seulement si zj/zi 6∈ Zλ pour tous i, j.
Pour de´montrer le The´ore`me 1, nous nous ramenons a` un proble`me de bases canoniques.
Soit Rn le groupe de Grothendieck complexifie´ de la cate´gorie Cn des Ĥn(u)-modules
pour lesquels les ge´ne´rateurs yi de la sous-alge`bre commutative maximale ont toutes leurs
valeurs propres de la forme uk, k ∈ Z. D’apre`s la classification de Zelevinsky [13], les
modules simples Lm de Cn sont parame´tre´s par les multi-segments m =
∑
i≤jmij [i, j] a`
support dans Z tels que
∑
i<j mij(j − i + 1) = n. On pose R =
⊕
n≥0Rn (ou` R0 = C).
Zelevinsky a muniR d’une structure de bige`bre, la multiplication correspondant au produit
d’induction et la comultiplication aux diverses restrictions de Ĥn(u) aux sous-alge`bres
paraboliques Ĥk(u) ⊗ Ĥn−k(u). Zelevinsky a montre´ que R est l’anneau des polynoˆmes
en les ge´ne´rateurs [L[i,j]], i ≤ j associe´s aux segments [i, j], et que la comultiplication est
donne´e sur ces ge´ne´rateurs par
c[L[i,j]] = 1⊗ [L[i,j]] +
j−1∑
k=i
[L[i,k]]⊗ [L[k+1,j]] + [L[i,j]]⊗ 1 . (1)
Zelevinsky a de´fini un ordre partiel ✂ sur l’ensemble des multi-segments et a montre´ que
les facteurs de composition du module induit standard Mm associe´ au multisegment m
e´taient les Ln avec m✂ n. On a donc dans R
[Mm] =
∑
m✂ n
Kmn[Ln] , (2)
pour certains entiers positifs Kmn. Les multi-segments parame`trent e´galement les orbites
nilpotentes gradue´es Om, (c’est-a`-dire les classes d’isomorphismes de repre´sentations du
carquois de type A∞), et on a On =
∐
m✂ nOm. Zelevinsky [14] a formule´ un analogue
p-adique de la conjecture de Kazhdan-Lusztig :
Kmn =
∑
i≥0
dimHi(On)m , (3)
ou` Hi(On)m de´signe la tige en un point x ∈ Om du i-e`me faisceau de cohomologie
d’intersection de la varie´te´ On. Cette conjecture a e´te´ de´montre´e par Ginzburg (cf. [6],
Theorem 8.6.23).
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Par ailleurs, soit A− = A[N−∞] l’anneau des fonctions polynomiales sur le groupe N
−
∞
des Z×Z-matrices unitriangulaires infe´rieures ayant un nombre fini de coefficients non-nuls
hors de la diagonale. C’est l’anneau de polynoˆmes en les fonctions coordonne´es tji, i < j.
La comultiplication naturelle est donne´e sur ces ge´ne´rateurs par
δtji = tji ⊗ 1 +
j−1∑
k=i+1
tjk ⊗ tki + 1⊗ tji . (4)
Au multi-segment m =
∑
i≤jmij[i, j] nous associons le monoˆme tm :=
∏
i≤j t
mij
j+1,i. On sait
que la bige`bre A− est duale de l’alge`bre enveloppante U(n−∞) de l’alge`bre de Lie de N
−
∞.
La base duale de {tm} est la base de Poincare´-Birkhoff-Witt Em :=
−→∏
[i,j]
E
mij
j+1,i/mij !, ou` les
Ej+1,i sont les unite´s matricielles, et les segments [i, j] sont ordonne´s par
[i, j] < [k, l] ⇐⇒ (j < l ou (j = l et i < k)).
Soit {G(m)} la base canonique de U(n−∞) obtenue en spe´cialisant a` q = 1 la base canonique
de Uq(n
−
∞) de´finie par Lusztig [10]. D’apre`s l’e´quation (3) et [10], 10.7, on a
G(n) =
∑
m✂ n
KmnEm . (5)
Notons {G∗(m)} la base de A− duale de {G(m)}. Il re´sulte de (1) (2) (4) (5):
The´ore`me 2 L’application Φ : R −→ A− de´finie par Φ[Mm] := tm est un isomorphisme
de bige`bres, et on a Φ[Lm] = G
∗(m). En particulier, le produit d’induction Lm ⊙ Ln est
simple si et seulement si le produit G∗(m)G∗(n) appartient a` la base canonique duale de
A−.
Ce the´ore`me, sous une forme duale, est duˆ a` Ariki [2], mais nous voudrions faire remarquer
ici que lorsque u n’est pas une racine de l’unite´, la base canonique duale est plus naturelle,
ainsi qu’on va le voir maintenant.
Soit A−q la q-de´formation de A
−, et notons {G∗q(m)} la base duale de la base canonique
de Uq(n
−
∞). D’apre`s [11] 11.5 (b), si l’on e´crit
G∗q(m)G
∗
q(n) =
∑
p
αp
mn
(q)G∗q(p) , (6)
on a αpmn(q) ∈ N[q, q−1]. Donc
G∗(m)G∗(n) = G∗(p) ⇐⇒ G∗q(m)G
∗
q(n) = q
kG∗q(p) pour k ∈ Z.
Les proprie´te´s multiplicatives de {G∗q(m)} ont e´te´ e´tudie´es par Berenstein et Zelevinsky.
Ils ont en particulier formule´ la conjecture suivante [3].
Conjecture 3
G∗q(m)G
∗
q(n) = q
kG∗q(p) pour k ∈ Z ⇐⇒ G
∗
q(m)G
∗
q(n) = q
lG∗q(n)G
∗
q(m) pour l ∈ Z.
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Pour a ∈ Z, notons G∗(λ, a) = Φ[Sλ(u
a)] les vecteurs de la base canonique duale cor-
respondant aux modules d’e´valuation en z = ua. Les G∗q(λ, a) forment un sous-ensemble
distingue´ de la base canonique duale : ce sont les mineurs quantiques drapeaux de la
matrice Tq = [t
(q)
ji ] des q-fonctions coordonne´es t
(q)
ji ∈ A
−
q [3, 9]. En nous appuyant sur la
description explicite donne´e dans [9] de toutes les paires de mineurs quantiques drapeaux
qui commutent a` une puissance de q pre`s, nous obtenons le the´ore`me suivant qui entraˆıne
le The´ore`me 1.
The´ore`me 4 (i) La Conjecture 3 est vraie lorsque G∗q(m) = G
∗
q(λ, a) et G
∗
q(n) = G
∗
q(µ, b)
sont des mineurs quantiques drapeaux.
(ii) Le produit G∗q(λ, a1) · · ·G
∗
q(λ, am) appartient a` la base canonique duale (a` une puis-
sance de q pre`s) si et seulement si |ai − aj | 6∈ Eλ pour tous i, j.
Remarque Il est raisonnable de conjecturer que Lm⊙Ln est irre´ductible si et seulement
si Lm ⊙ Ln est isomorphe a` Ln ⊙ Lm (cf. [1], [12]). Il serait inte´ressant d’e´claircir le lien
entre cette conjecture et la Conjecture 3 de Berenstein et Zelevinsky.
Soit Uv(ŝlN ) l’alge`bre affine quantique de parame`tre v = u
1/2. Soit λ une partition
de longueur ≤ N . L’homomorphisme d’e´valuation en z ∈ C∗ de Uv(ŝlN ) vers Uv(glN )
permet de munir le Uv(glN )-module simple Vλ de plus haut poids λ d’une structure de
Uv(ŝlN )-module de dimension finie, note´ Vλ(z) [8]. En utilisant la dualite´ de Schur-Weyl
affine quantique [5, 7, 4], on de´duit du The´ore`me 1 que si pour tous i, j on a zj/zi 6∈ Zλ,
alors le produit tensoriel Vλ(z1) ⊗ · · · ⊗ Vλ(zm) est un Uv(ŝlN )-module irre´ductible. Soit
Rλ(z) la R-matrice trigonome´trique associe´e a` Vλ(z) [8]. C’est une fonction rationnelle de
z a` valeurs dans End (Vλ ⊗ Vλ), qui est solution de l’e´quation de Yang-Baxter quantique
R12λ (z1/z2)R
13
λ (z1/z3)R
23
λ (z2/z3) = R
23
λ (z2/z3)R
13
λ (z1/z3)R
12
λ (z1/z2)
pour des nombres complexes ge´ne´riques z1, z2, z3.
Corollaire 5 Les singularite´s de Rλ(z) sont contenues dans l’ensemble Zλ.
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